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A. Der Fall von Riemann-Integralen. 
Die Analogien zwischen den hier angewandten Verfahren und denen 
in meiner Arbeit: Methoclen xur Erweiterung von (beschrtinkt) additiven 
MaPen in Somenringen 1) werden deutlich sein. In den Abschnitten I. 
und I*. werden fiir n83her definierte Klassen nicht-negativer Funktionen 
axiomatisch lul3eres bzw. inneres IntegralmaS, m0 bzw. mot eingeftit, 
mit jedesmal zugehiirigem IntegralmaB oder Integral; sie kannen unter 
bestimmten Bedingungen als zueinander adjungiert aufgefafit werden 
nach der allgemeinen Bemerkung zu den Kapiteln I. und I*. ; die dann 
aus den m0 und mo im folgenden (5 2 bzw. $ 2*) abzuleitenden &ul3eren 
bzw. inneren MengenmaBe, ,i$ bzw. ,&, sind zueinander adjungiert im 
Sinne der eben zitierten Arbeit; zugeharige Integrale (Integralmafie) m 
von beschrgnkten Funktionen fallen dabei zusammen, wie such die 
korrespondierenden MengenmaBe p. 
In Methoden U.S.W. wurden beschrgnkt additive MaBe in Somenringen, 
also insbes. in Mengenringen, erweitert entweder unter Anwendung der 
Theorie des gul3eren oder der Theorie des inneren MaBes, und das Ver- 
hLltnis beider Erweiterungen n%her untersucht. Hier werden (in den 
Abschnitten II. und II*.) korrespondierende Erweiterungen von Integral- 
maBen ,u fiir Funktionen eines n8;her definierten Kegels KO(A ; ,u) erhalten 
unter Anwendung entweder der Theorie des 6ul3eren oder der Theorie 
des inneren IntegralmaBes; die Verfahren werden n8;her verglichen; die 
beiden Integralerweiterungen fallen unter im weiteren gegebenen Be- 
dingungen zusammen. 
1) Siehe diese Proceedings, Series A, 73 (1970), S. 376-384; dabei such die 
Arbeit: Map- und Integrationstheorie instrukturen, Acta math. 73 (1941), S. 131-173, 
insbes. Kap. 2. 
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Die obigen Angaben beziehen sich auf Betrachtungen in Teilmengen A 
eines Raumes X; neben den in Methoden U.S.W. fiir Somen- und Mengen- 
mal3e angegebenen Verfahren zur Erweiterung des Ma&s in Somen oder 
Mengen A zu einem MaBe in Soma oder Menge X, wobei X die A enthalt, 
gibt es (in Abschnitt III.) ein Verfahren, welches ein Integral(maB) fur 
Funktionen in den Mengen A erweitert zu einem Integral(mal3) fur 
Funktionen in Menge X. 
I. Das Riemann-Integral nicht-negativer Funktionen ge- 
griindet auf einer Theorie des auGeren IntegralmaBes. 
$ 1. Eine (echte oder unechte) Teilklasse &(A) der Klasse R(A) der 
nicht-negativen endlichwertigen Funktionen, definiert in den Punkten einer 
Menge A, sei ein (0; v, A; -)-konveser Kegel, was heil3en ~011: 1”. aus 
f,gERa(A)folgtf+gE~~(A);2’.ausfE~~(A),O~or<oofolgtor.fE~~(A); 
somit such die Nullfunktion 0 (mit dem Werte 0 in jedem Punkte von A) 
E R@(A); 3”. mit f, g E !&(A) sind such f v g = sup (f, g) und f A g = inf 
(f, g) E &(A); 4”. mit f, g E &(A) und f5g (dh. f(z)Sg(x) in jedem 
Punkte x von A) ist such g-f E R,(A). 
Fur jede Funktion f E R,(A) sei ein tiuperes Integralmap ma(f) definiert, 
welches nachfolgenden Axiomen gentigt. 
Axiom 1”. Es gibt eine Funktion w E &(A) mit mO(w) endlich 
und ~0. 
Definition. f E &(A) ist ms-mepbar falls zu jeder Funktion w E !@,(A) 
mit ms(w) endlich gilt: 
(1) mO(w)=mO(w A f)+mO(w-w h f). 
Axiom 2”. Die Nullfunktion 0 ist ms-meBbar. 
Axiom 3”. Aus f, gE Z,(A), fig folgt mO(f)Smo(g); aus O<LU<OO 
und f E $?,(A) folgt mO(~.f)=or.m’J(f). 
Satz. ma(O)=O, wodurch fiir jedes Element (jede Funktion) f E &(A) 
ma(f) E &!+ (die Menge der nicht-negativen Zahlen in R). 
Axiom 4”. Bei f, g E l@,(A) ist mo(f +g)5m”(f)+mO(g). 
Bemerkung. Also ist dann such mo(f+g)5mo(f vg)+mo(f Ag). 
Hauptsatz A. Die mo-mel3baren Elemente von $?,(A) mit endlichen 
ms-Werten bilden einen (0 ; v, A ; - )-konvexen Kegel K(A) g R,(A) ; das 
zugehijrige Integralmafi m E rno ist beschrankt additiv und positiv-homo- 
gen [d.h. f E K(A), Otatm liefert m(a.f)=a.m(f)]. 
Dieser Satz ist eine Folge von verschiedenen partiellen Resultaten, die 
teilweise weiter fiihren als die korrespondierenden Behauptungen des 
Hauptsatzes. 
Resultat 1. Bei f und g ms-mel3bar ist such f + g ma-meflbar. 
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Beweis. Bei ma(w) endlich (WE &(A)) ist 
mO(w) = mO(w A f) + mO(w - w A f) 
=??h”(W Af)+mO((W-W Af) Ag)+mO((W-W Af)-(W-W Af) Ag) 
L(Ax. 4”) m”[(W Af)+(W-W Af) Ag]+TTLO((W-W Af)-(W-WAf) Ag) 
=m”[W A (f+g)] ‘)+m’[W-W A (f+g)] 3, 
~(Ax. 4’) m”(w), 
somit 
m”(W)=mo[W A (f+g)]+m’[W-W A (f+g)], 
also, nach der Definition, f +g mo-mel3bar. 
Res. 2. Bei f, ge 9,(A) und f mo-mel3bar ist ma(f +g) =mo(f) +mO(g). 
Beweis. Wegen Axiom 4” gentigt es mo(f + g) endlich anzunehmen. 
Dann ist 
m’(f+-g)=(Def.) m’[(f+g) ~f]+m’[(ffg)-(f+g) of] 
=m”[fl+mo[(f+g)-fl=mo(f)+mok7). 
Korollar. Ftir die ma-mefibaren Funktionen ist das IntegralmaB (oder 
Integral) m = ma beschrankt additiv ; m darf dabei such unendlich sein. 
Res. 3. Bei f, g mo-mefibar, mO(g) endlich und f 2g ist such f-g 
mo-mefibar mit ma(f) - mO(g) = mo(f - g). 
Beweis. Bei ma(w) endlich folgt, mit Ax. 4”, ma(w +g) endlich, 
wodurch mit Res. 2 und f mo-meBbar folgt 
(2) m”(g)+mo(w)=mo(g+w)=mo[(g+w) ~fl+m~[(g+w)-(g+w) A fl. 
Nun ist (g+w) hf=w h(f-g)+g, 4, ah0 such (g+w)-(g+w) Af= 
=w-w A (f-g), wodurch, mit (2), 
mO(g)+mo(w)=mo[w A (f-g)+g]+m”[w-w A (f-g)] 
oder, mit Res. 2, 
mO(w)=mO[w A (f-g)]+mO[w-w A (f-g)]; 
also ist f-g ma-me8bar. 
Da13 ma(f)-mO(g)=m’J(f-g) ist, folgt such mit Res. 2. 
2) Denn fiir jedes x E A ist [w(x) A (f(x)-/-g(x))]=[(w(x) A f(x))f(w(z)-w(x) A 
A j(x)) A g(x)]; es gibt nur die folgenden einander ausschlieaenden MMaglichkeiten: 
a. w(x) > f(x) mit entweder w(x) > f(x)+g( x o ) d er w(x) 2 f(x)+g(x); b. w(x)=f(x); 
c. w(z) < f(x). 
3) Denn f5r jedes x E A ist [w(x)-w(x) A (f(x)+g(x))]=[(w(x)-w(x) A f(x))- 
- (w(x)-w(x) A f(x)) A g(x)]; die Miiglichkeiten sind dieselben wie unter 2). 
4) Beim Beweise sind die drei MGglichkeiten w 2 f 2 g, f 2 w 2 g und f 2 g 2 w 
z.u betrachten. 
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Res. 4. Aus f, g ms-mel3bar mit me(f), 4(g) endlich folgt f A g mo- 
mel3bar. 
Beweis. Bei mO(w) endlich laI3t sich, wieder mittels endlich vieler 
Fallunterscheidungen, in jedem Punkte x E A zeigen : 
W(Z)--W(X) A (f(z)-(f A g)(2))=(w+g)(z)-(w+g)(z) A f(x) . . . . . . Formel (a), 
und ebenso : 
(w+g)(x) Af@)=w(x) A (f(x)-(f ~g)(x))+g(x)......Formel (0). 
Res. 2 liefert 
m”(w+ 9) =m’(W) -k ma(g), also d(w + g) en&&. 
f ist mo-mefibar, wodurch mit der Definition von mo-MeBbarkeit folgt: 
m”(w+g)=mo((w+g) Af)+m”((w+g)-(w-l-g) of) 
=(mit (a)) mO((w+g) h f)+mO(w-w h (f-f hg)). 
Mit g mo-mel3bar folgt aus (,!?) und Res. 2: 
m”((w+9) Af)=mW A (f-f “9))+m”(9)> 
wodurch schlieI3lich 
m”(w)=mo(w+g)-mO(g)=mO(w A (f-f Ag))+mO(w-w A (f-f hg)); 
f-f A g ist somit ms-mel3bar. Mit Res. 3 folgt dasselbe fiir f A g. 
Res. 5. Aus f, g mo-meBbar mit ma(f), mO(g) endlich folgt f v g mo- 
meJ3bar mit ms(f)+mo(g) oder (Res. 2) mo(f+g)=mo(f v g)+m’J(f A 9). 
Beweis. In jedem Punkte x E A ist f(x) +g(z) = (f v g)(z) + (f A g)(z). 
f + g und f A g sind ms-mel3bar nach Res. 1 bzw. Res. 4, wobei m’J(f A g) 
endlich. Nach Res. 3 ist nun such (f i-g) - (f A g) mo-meBbar mit mo(f + g) - 
-m”(f ~g)=m~[(f+g)-(f A9)l oder m”(f ~9). 
Da OEK(A), und aus f EK(A), O<OL<W leicht folgt a.f EK(A) mit 
m(a. f)=a.m(f), ist der Hauptsatz A bewiesen. 
0 2. Als Regularitiitsbedingung sei hinzugefiigt das 
Axiom 5”. Fiir f E R&l), mit ma(f) endlich, ist ma(f) gleich der 
unteren Grenze der Werte von mO(g) fur alle (existierend angenommenen) 
mo-mel3baren g mit f 59. 
Axiom 1” sei ersetzt durch: 
Axiom Ibis. Die charakteristische Funktion CA von A ist mo-mejlbar 
mit mO(cA) endlich und #O. 
Mit Hauptsatz A und Axiom IDis folgt: 
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satz. Die charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A 
haben alle ein endliches aul3eres MaB ms. Die Teilmengen E von A mit 
(endlichem) Ma13 m(cx) f” d ur ie zugehorigem cE bilden einen Mengenring, 
sogar eine Mengenalgebra mm,, m(A). 
Definition. Fiir E 2 A sei PO(E) =mo(c,). 
Diese spezielle Mengenfunktion ~0, mit zugehorigem Ma13 p, geniigt 
schon den Axiomen l”, 2”, 3”, 4’ und 6” fiir das aul3ere Ma13 in meiner 
Arbeit in diesen Proceedings A, 73 (1970): Methoden u.s.w., $ 1 u. $ 3; 5) 
dal3 sie such das Regularitatsaxiom 5” von lot. cit., $ 2 erfiillt, la& sich 
nachher ableiten (siehe Hauptsatz C) aus dem hier gegebenen Axiom 5” 
nach Hinzufiigung von : 
Axiom 6”. Die Funktionen von K(A), welche in A beschrankt sind, 
bilden einen (0 ; v, A; -)-konvexen Teilkegel K*(A), welcher die Eigen- 
schaft hat: zu jedem Element f E K*(A) gibt es eine hijchstens abzahlbar 
unendliche Menge P(f) von positiven Zahlen so da13 die charakteristischen 
Funktionen von Teilmengen A[f lz], bei x: E R+-P(f), ein Ma13 m haben; 
somit eine solche Teilmenge selbst ein Ma13 p(A[f >z]) =rn{c~[f~ 2~}. 
Von hier an beschrinken wir uns in diesem Kap. I. auf den Fall dab 
&(A) nur auf A beschriinkte Funktionen enthalt. Axiom 4” ist dann aus 
den iibrigen Axiomen ableitbar. 5bi8) 
Hauptsatz B. &(A) wie eben angegeben; fiir jede Funktion 
f E &(A) sei das tiujere Integralma/ rno definiert durch die Axiome Ibis, 
2”-6’; die ma-meBbaren, auf A ,,beschrankten” Elemente (Funktionen) 
von &(A) und die mo-mefibaren, auf A ,,endlichen” Elemente (Funk- 
tionen) in &(A) sind nun dieselben, und bilden den (0; v, A ; - )-konvexen 
Teilkegel K(A) s K*(A) von j?,(A) ; das Ma13 m = mo ist endlich, be- 
schrankt additiv und positiv-homogen fiir die Funktionen von K(A). 
Bei f E K(A), mit oberer Grenze S von f auf A grBl3er als Null, seien 
die Teilungspunkte yf von (0, S’), wobei S’>S, derart gewahlt dal3 
O=yo<yl<yz<...<yn-1<yn=S’ 
ist, und da13 die Teilmengen A(f 2 ye) von A fur jedes i= 1, 2, . . . . n - 1 
nicht leer sind, mit zugehoriger charakteristischer Funktion ma-meBbar. 
5) Aus den MaBdefInitionen fur na [in 5 l] und p [gem&l3 Methoden u.s.w., $ 1 
(mit p”, PO, p anstatt rrs”, rno, m)] geht hervor da13 jede Menge E E ‘i&,&4) ein 
p-M& hat mit p(E)=m(c~). Insbes. folgt aus B CA mit 7n(cs)=O such p(B) 0. 
5bb) Aus f. g E P,(A) und Ax. ibis folgt ma(f), mO(g) endlich; nach Ax. 5’ gibt 
es, zu E > 0, ma-m&bare fl, gi mit f 5 fl, g g g1 und W’(f) $ ma(/r) < naO(f)+s, 
mO(g) 5 nzO(gr) < me(g)+&. Die mo-Mel3barkeit von ji liefert nz’J(/l+gr)=mO((fl+ 
+gl) A fl)+~“((fl+gl)-(k+sl) A fd o er d =))ao(fi)+mo(gl), wodurch mo(f+g) $ 
I m~(f~+gi)=m”(f~)+m~(gi) < mo(f)+mO(g)+2~. Mit E --> 0 folgt Ax. 4’. 
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Nun ist 
(3) 
e 
m(f)=lim Z: y~-l.m(c~(,~-~.~<~~)); 
d+O j-2 
6 deutet dabei die griil3te der Intervallangen (y* - y,-1) (i = I, 2, . . ., n) an. 
Beweis. Es wird gentigen die Formel (3) abzuleiten. 
Die Funktionen 
/+1)(z) = yf-1 in den Punkten von A(f~kyj-l), = 0 
in den iibrigen Punkten von A (i= 1, , .., n - 1) und 
/#J)(z)= yj in den Punkten von A(fjz yj-i), =0 
in den iibrigen Punkten von A sind ms-mel3bar. Offenbar ist 
j$l fP’(4 a64 s ji~/+2w). 
Mit m beschrankt additiv und positiv-homogen und Axiom 3” folgt: 
(4) E Y~-l’m[CA(yj>fB~ji-l)l~m(f)~ $ yj.m[cA(,j,rt,j-l,]. I=1 i-l 
Dabei ist die Differenz der Summen in (4) < 6 .m(c~) ; also konvergieren 
mit 6 + 0 die beiden Summen gegen m(f). - 
(3) la13t sich mit FuBn. 5 iiberftihren in: 
(3b9 m(f) oder SA f dp = ;y ,i2 Y~-~. fi[A(yjml 5 f < yj)~. --f 7- 
Hauptsatz C. ps erfiillt das Regularit&tsaxiom 5” aus Methoden U.S.W. ; 
also ftir E g A ist pa(E) =untere Grenze der p(H) bei H 2 E und H ,iiO- 
mel3bar. 
Beweis. Es geniigt den Fall cs mit E nicht leer zu betrachten. Nach 
dem Axiom 5” dieses Par. ist fur eine solche charakteristische Fur&ion cs 
m’(cE) = untere Grenze von m(g) fiir mo-meljbare Funktionen g mit g 2 CE, 
somit, wegen Res. 4 (5 l), such 
=untere Grenze von m(g) fiir ma-meBbare g mit CA hgrcs. 
Zu q> 0 gibt es somit eine feste Funktion J mit 
(5) q > m(Q) - mo(c,) 2 0. 
Die Formel (3) angewandt auf S liefert Zahlen 0 = ys < yi < . . . < yn-i< 
< yn = S’, mit S’ > 1, so da0 die charakteristischen Funktionen der nicht- 
leeren Teilmengen A(@ y;r) von A ftir jedes j= 1, 2, . . . . n - 1 ms-mel3bar 
sind, mit 
n 
(6) m(g)- 2 Y~-l.m(CA(~~-1~~<f/i)~o. 
f-2 
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In den Punkten von E ist cs = 1 und 5 ill, also such g= 1; E ist somit 
eine Teilmenge von A(yn-15g<y,). Dadurch ist 
(7) mo(Cd ~+MI~-, $h/,J)- 
Aus (5) und (6) folgt 
yn-1.m(CA(yn-l~~S<21,))Im(g)<mo(cE)+r, 
wodurch mit (7) : 
(8) ““(cE)lm(cA(Y,-l~~<Y,))~ & *[mOb)+rl* 
yn-l l&fit sich wahlen kleiner als 1 und dennoch willktirlich dicht zu 1, 
so da131 
& * [nzO(CE) -l-q]= rnO(CE) + [& - 11 -m”(cE)+ & *7j<~“(cE)+27j. 
Dann la& sich statt (8) schreiben : 5) 
woraus Hauptsatz C folgt. 
Bemerkung. Bei ‘%&,;(A) die Mengenalgebra der in A ps-mefibaren 
Mengen ist @J&&4& = ps) such vollstdindig in A [d.h. gibt es zu E G A 
(also mit ,9(E) endlich und zu jedem E> 0 p-mel3bare Mengen E’, E” E 
E !JJL,,(A) mit E’GE & E” und ,G(E”--El)<&, so ist such E E ‘i&,;;(A)]. 
Dies ist ein Spezialfall des in Methoden w.s.w., diese Proceed. A, 73 (1970) 
S. 379 im Anfang der FuBn. 3 abgeleitete, fiir aul3ere MaBe von Mengen 
und aus diesen hervorgehende beschrankt additive, , ,regulare” MaBe 
gtiltige, allgemeine Theorem. 
1*. Das Riemann-Integral nicht-negativer Funktionen ge- 
grtindet auf einer Theorie des inneren Integralmafies. 
Q 1*. R(A) und &(A) seien wie im ersten Absatz von Q 1. 
Fur f E &(A) sei ein inneres Integrahna~ ms(f) definiert durch nach- 
folgende Axiome. 
Axiom l*. Es gibt eine Funktion w E &(A) mit nts(w) endlich 
und ~0. 
Definition. f E f&(A) ’ t 1s mo-me/Qmr falls zu jeder Funktion w E !&(A) 
mit T&W) endlich gilt 
(I*) mo(w)=mo(w A f)+mo(w-w A f). 
Axiom 2*. Die Nullfunktion 0 ist mo-mel3bar. 
Axiom 3*. Aus f, g E $?,(A), fig folgt mo(f)lmo(g); aus Otarcm 
und f E $?,(A) folgt mo(ol.f)=~~.mo(f). 
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Satz. mo(O)=O, wodurch fiir jedes Element (Funktion) f E &(A) 
ma(f) E i?+ (die Menge der nicht-negativen Zahlen in R). 
Axiom 4*. Bei f, g E 5%(A) ist mo(f +g) 2 m(f) +mo(g). 
Bemerkung. Also ist dann such mo(f+g)~mo(f A g)+mo(f v g). 
Axiom 5*. Ftir /E&(A) ’ t IS ma(f) gleich der oberen Grenze der 
Werte von ma(g) fur alle me-mel3baren g mit glf und ma(g) endlich 
(Regularitiitsbedingung) . 
Hauptsatz A*. Die me-meDbaren Elemente von 9,(A) mit end- 
lichm me-Werten bilden einen (0; v, A; - )-konvexen Kegel H(A) g R,(A) ; 
das zugehijrige IntegralmaLl m = mo ist beschrankt additiv und positiv- 
homogen. 
Dieser Satz ist eine Folge von verschiedenen partiellen Resultaten, die 
teilweise weiter ftihren als die korrespondierenden Behauptungen des 
Hauptsatzes. 
Resultat l*. Bei f und g mo-meflbar ist such f +g mo-mel3bar. 
Beweis. Bei ma(w) endlich (w E &(A)) ist 
mo(w)=mo(w A f)+mo(w-W A f) 
=mo(W Af)+TQ[(W-W A f) Ag]+nZo[(W-W A f)-(W-W A f) AS] 
5(Ax. 4*) mo[(Whf)+(W-WAf)Ag]+mo[(W-WAf)-(W-WAff)Ag] 
=mo[W A (f+g)] 2*)+mo[W-W A (f+g)] 3*) 
$(Ax. a*) no(w), 
somit 
mOb’)=~[W A (f +g)]+mo[W-W A (f +g)], 
also, nach der Definition, f +g mo-mel3bar. 
Res. 2*. Bei f mo-meflbar, g E %(A) ist mo(f+g)=mo(f)+mo(g). 
Beweis. Wegen Axiom 4* geniigt es den Fall von ma(f) und ma(g) 
beide endlich zu betrachten. Nach Axiom 5* ist dann 
mo(f + g) = obere Grenze der endlichen ma(h) bei f d h. If + g und h mo-mel3bar 
= (Def. von mo-meBbar) obere Grenze von [mo(h A f) + mo(h - h A f)] 
bei denselben h 
smo[(f+g) “f]+mo[(f+g)-f]=%(f)+mo(g) 
5 (Ax. 4*) mo(f +g), 
woraus wieder Res. 2* folgt, nun mit mo(f +g) endlich. 
Koroll ar . Fur die ma-meDbaren Funktionen ist das Integralmao oder 
Integral m = mo beschrankt additiv; m darf dabei such unendlich sein. 
a*) Siehe 2). 3*) Siehe 3). 
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Res. 3*. Bei f, g ms-mehbar, ma(g) endlich und f2g ist such f-g 
mo-mel3bar mit m,(f) - ma(g) = ms(f - g). 
Beweis. Bei me(w) endlich (w E R&l)) folgt, nach Res. 2*, 
p*) ~o(w)+~o(g)=~o(w+g)=~o[(w+g) Afl+mo[(w+g)-(w+g) A/l. 
Nun ist (w+g)+f= w A (f-g)+g4*), also such (w+g)-(w+g) A/= 
=w-w A (f-g), wodurch, mit (2*), 
ma(w) + ma(s) = mo[w A (f - 9) + gl + mo[w - w * (f - g)l 
oder, mit Res. 2*, 
ma(W) = mo[W A (f-g)] + mo[W - W A (f-g)] ; 
also ist f-g ms-mehbar. 
Da13 ma(f)-ma(g) =mo(f -9) ist, folgt such mit Res. 2*. 
Res. 4*. Aus f, g ms-mefibar mit ma(f), ma(g) endlich folgt f A g 
mo-mel3bar. 
Beweis. Bei ma(w) endlich lassen sich hier dieselben Formeln (LX) 
und (p) wie im Beweise von Res. 4 ($ 2) anwenden. Res. 2* liefert 
mo(w + g) = ma(w) + ma(g), also mo(w + g) endlich. 
f ist ma-mehbar, wodurch mit der zugehorigen Definition folgt: 
mo(w+g)=mo((w+g) A f)+mo((w+g)-(w+g) A f) 
=(mit (e)) mo((w+g) Af)+mo(w-w A (f-f ~9))~ 
Mit g mo-mel3bar folgt aus (,!?) und Res. 2* : 
mo((w+s) Af)=mo(w A (f-f Ag))+mo(gh 
wodurch schliefilich 
mO(w)=~O(W+g)-~O(g)=mo(W A (f-f Ag))$mO(W-W A (f-f As)); 
f - (f A g) ist somit ma-mefibar. Mit Res. 3* folgt dasselbe fiir f A g. 
Res. 5*. Aus f, g ms-mehbar mit mO(f), ma(g) endlich folgt f v g 
mo-meBbar mit mo(f)+mo(g) oder (Res. 2*) mo(f+g)=mo(f v g)+mo(f A g). 
Beweis. In jedem Punkte XEA ist f+g=(f vg)+(f Ag). 
f $9 und f A g sind ms-mel3bar nach Res. l* bzw. Res. 4*, wobei mo(f A g) 
endlich. Nach Res. 3* ist nun such (f +g) - (f A g) mo-mel3bar mit mo(f + g) - 
-mo(f A 9) =mo[(f + 9) - (f A g)] o&r mo(f v 9). 
Da 0 E B(A), und aus f E E(A), O<ol<ca leicht folgt CC. f E g(A) mit 
m(a.f)=a.m(f), ist der Hauptsatz A* bewiesen. 
4*) Siehe 4). 
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8 2*. Axiom l* sei ersetzt durch : 
Axiom 1 *his. Die charakteristische Funktion CA von A ist mo-meDbar 
mit ms(cA) endlich und ~0. 
Mit Hauptsatz A* und Ax. l*bis folgt: 
S a tz . Die charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A 
haben alle ein endliches inneres Ma13 mo. Die Teilmengen E von A mit 
(endlichem) Ma13 m(cs) (=ms(cs)) fur die zugehorigen CE bilden einen 
Mengenring, sogar eine Mengenalgebra mc, m(A). 
Definition. Fur E E A sei po(E)=mo(cE). 
Diese spezielle Mengenfunktion ~0, mit zugehorigem Ma0 p, geniigt 
schon den Axiomen l”, 2’, 3”, 4” und 6’ fur das innere Ma13 in: Methoden 
U.S.W., $5 1, 3, 4; 5*) da13 sie such das Regularitatsaxiom go von lot. cit., 
Q 2bi* erfiillt, la& sich nachher ableiten (siehe Hauptsatz C*) mit dem 
hier gegebenen Axiom 5* nach Hinzufiigung von: 
Axiom 6*. Die Funktionen von E(A), welche in A beschrankt sind, 
bilden einen (0 ; v, A ; - )-konvexen Teilkegel H*(A), welcher die Eigen- 
schaft hat: zu jedem f E x*(A) gibt es eine hiichstens abzlihlbar unend- 
liche Menge Q(f) von positiven Zahlen so daD die charakteristischen 
Funktionen von Teilmengen A[f 2x1 bei 2 E R+-&(f), ein MaB m haben; 
somit eine solche Menge selbst ein MaB p{A[f 2x]} = rn{~~~~~~}. 
Von hier an beschranken wir uns in diesem Kap. I*. auf den Fall dap 
$?,(A) nur auf A beschrtinkte Funktionen enthdt. Axiom 4* ist dann aus 
den iibrigen Axiomen von QQ l*, 2* ableitbar. 5bia*) 
Hauptsatz B*. &(A) wie eben angegeben; fur die Funktionen 
f E a,(A) sei das innere IntegralmaP ma definiert durch die Axiome l*bi*, 
2*-6* ; die mo-mel3baren, auf A ,,beschrinkten” Elemente (Funktionen) 
in a,(A) und die mo-mefibaren, auf A ,,endlichen” Elemente (Funktionen) 
in &(A) sind nun dieselben, und bilden den (0 ; v, A; - )-konvexen Teil- 
kegel g(A) = E*(A) von &(A) ; das Ma13 m = me ist endlich, beschrankt 
additiv und positiv-homogen fur die Funktionen von E(A). 
Bei f E g(A), mit oberer Grenze S von f auf A griller als Null, seien 
die Teilungspunkte yj von (0, S’), wobei S’ > S, derart gewahlt da13 
o=yo<y1<... <yn-l<yn=S’ 
ist, und dal3 die charakteristischen Funktionen der Teilmengen A(f 2 yj) 
von A fiir jedes j= 1, 2, . . . . n - 1 nicht leer und ma-mel3bar sind. Dann ist 
(3*) m(f)=lim 2 y~-l.m(cA(l/i-llf<Yi)); 
d-0 j-2 .- 
a*) Aus den MaBdefkitionen fiir m (in § l*) und ti [gem&l3 Methoden u.s.w., 
88 1, 4 (mit PO, PO, p anstatt nao, mo, m)] geht hervor daB jede Menge E E& &I) 
ein p-M& mit p(E)=na(c~) hat. 
5bb*) Der Beweis folgt nach Analogie des Beweises in FuDn. 5bis. 
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6 deutet dabei die grBl3te der Intervallangen (yj-yj-1) (i= 1, 2, . . ., n) an. 
Der Beweis la& sich nach Analogie des Beweises von Hauptsatz B 
((5 2) bilden. 
(3*) 1aBt sich mit F&n. 5* tiberftihren in: 
(3*“is) m(f) oder JA /d,E=~mo $ y~-l.P[A(y~~~~f<yr)]. 
+ i=2 
Hauptsatz C*. ,I& erfiillt das Regularitdtsaxiom 3” aus Methoden 
u.s.w., Q 2”‘s; also fiir E G A ist pa(E) =obere Grenze der p(H) bei H 2 E 
mit H po-mefibar. 
Beweis. Es gentigt den Fall cx mit mo(cx) > 0 zu betrachten. Nach 
dem Axiom 5* (0 l*) ist fur die charakteristische Funktion GE 
mo(cE) = obere Grenze von m(g) fiir ma-mefibare, nicht-negative Funktionen 
mit gscx. 
Bei q > 0 und < +ma(cE) gibt es somit eine fest zu wahlende Funktion g mit 
(5*) m0(4 h m(g) > m0(c.i7) - 11. 
Die Formel (3*) angewandt auf g gibt Zahlen 0 =ya cyi < . . . <yn-ml < 
< yn =S’, mit S’ > 1, so da13 die charakteristischen Funktionen der nicht 
leeren Teilmengen A(gz yj) von A fiir jedes j= 1, 2, . . .) n - 1 mo-mel3bar 
sind, mit 
Andert man g in S durch Ersetzung der Werte von g in den Punkten von 
A(yl5g < ~~-1) durch den Wert yn-r und mit S=g in den iibrigen Punkten 
von A, so gilt ebenfalls g5cE und 
Vi*) r>m(8)-yn-1.m(cA(y,_l~~))~0; 
mit (5*) folgt 
(7*) q> mo(cE) -m(J) h 0. 
Aus (6*) und (7*) folgt 
mo(C~)-22rl<m(S)-rl<y~-i.m(c~(~~,-, sifj)i5m(j)5m0(c~), 
wodurch 
(87 & .[mO(CE)-2171<m(cA(y,-l~5))$ & .mo(cE). 
n1 
yn-r 1ieB sich schon vorher, kleiner als 1 und dennoch willktirlich dicht 
zu 1, so wahlen da13 
Jy 1 
Yn-1 
~317 und- 
Yn-1 
‘mO(cE)=mO(cE) + [& - 11 ‘mO(cE) <mObE) f ‘I 
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ist. Dadurch 18;13t sich statt (8*) schreiben: 5*) 
po(E)-317<P(A(y,-l~8))<Fo(E)+17, 
woraus Hauptsatz C* folgt. 
Bemerkung. Bei $i&&4) aufgefaht als Mengenalgebra der in A 
PO-mel3baren Mengen ist (‘%&,;(A)~P = PO) such vollstiindig ia A in bezug 
auf po. Siehe wieder diese Proceed. A, 73 (1970), S. 379, Anfang der 
F&n. 3. 
Allgemeine Bemerkung zu den Kapiteln I. und I*. 
zu Kap. I.: Definiert man fiir jedes f E $?,(A) (!Riia(A) nur mit auf A 
beschrankten Funktionen) 
(9) mo(f)=m”(s)-mob-f), bei sef;gEK(A), 
und mit ms wie in den Par. 1 und 2, so ist der Wert von ma(f) unabhangig 
von der Wahl von g. 6) Fur $?,(A) und rno sind die Axiome Ibis, 2’-6” 
erfullt (nach $3 1 u. 2). Jede mo-mehbare Funktion f (also E K(A)) ist 
such mo-mel3bar [d.h. aus (9) folgt, bei v E &(A), mo(v)=mo(w A f)+ 
+m0(v-- A f)], wobei fiir ein solches f mo(f)=mo(f). 7) Fur das in $%(A) 
durcF, (9) definierte mo sind die Axiome l*bis, 2*-6* (@j l* u. 2*) beweisbare 
Sltze. 7biS) 
6) Es geniigt den Fall j 5 gl 5 ga, gj (j= 1, 2) E K(A) zu betrachten. Dunn ist 
mO(ga)-anO(ga-j)=(HauptsatzA u. Res. 2 in 8 1) {mO(ga-gl)+mO(gl)}-{mO(gz--gl)+ 
+wg1--f)}=mO(g1)-mO(g1-f). 
7) Beweis. Bei j 7n0-m&bar ist fur jede Funktion w E R&I): (a) mO(zo)= 
=waO(w A j)+mO(w-w A j). Nun wird j ma-mel3bar sein, falls fiir jedes w E &(A): 
(p) ~o(v)=mo(v A f)+~o(W-W A f). z u einem solchen w gibt es ein u E K(A) mit 
w 5 u und: (y) nza(w)=mO(u)-nza(u-w). Nun sind such u A j und U-U A j E K(A), 
wodurch : mo(W A j)=VnO(U A j)-?7J0(U A j-W A j) und ma(w-w A j)=d(U-zt A f)- 
-n@{(u-u A j)-(w-w A j)}. St&t (B) l&St sich somit schreiben: 
??&0(U)-~o(U-W)=?7%o('U A j)-fT&O(U A j-W A j)+m’(U-U A j)-m’{(U-U A j)- 
- b-w A f)} 
oder such, wegen j und u E K(A), 
mO(U-W)=mO{(U-W) A j}+mO{(U-W)-(U-W) A j}. 
Dies folgt jedoch &us (a) mit w=u-w; also ist j such ma-meDbar. 
In (y) 1iiDt sich w=u=j nehmen, wodurch man erhiilt: wao(j)=mO(j). 
abb) Ableitung von Ax. 4*: Zu ji, ja E S&(A) gibt es hi, ha E K(A) mit 
jf d 5 (j=l, 2), wodurch mit (9) folgt: 
~o(j~)+~o(jz)~[~o(h~)-~0(h~-j~)]+[~o(hz)-~~(ha-ja)]=(H~upts~tz A) 
~O(hr+ha)-[~o(hi-ji)+~o(ha-ja)] 5 (Ax. 4’) naO(hl+ha)--mo[(hl+ha)- 
-(jl+ fa)]=(mit (9)) mo(jl+ja), also Ax. 4*. 
Ableitung von Ax. 5*: Aus j $ g, mit j E &(A), g E K(A) folgt die Existenz 
einer nicht-zunehmenden Folge {gj} mit jedem gj E K(A), g3 2 g-j und “O(g- j)= 
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zu Kap. I*.: Definiert man fur jedes f E %‘,(A) (&(A) wie im vori- 
gen Absatz) 
P*) m”(f)=m(g)--m(g--f), bei glf; g EH(A), 
und mit mo und x(A) wie in den Par. l* und 2*, so ist der Wert von 
me(f) unabhangig von der Wahl von g. a*) Fur !$,(A) und mo sind die 
Axiome l*bis, 2*-6* erftillt (nach $5 l* und 2*). Jede mo-mel3bare Funk- 
tion f (also E H(A)) ist such mc-meBbar [d.h. aus (9*) folgt, bei v E R,(A), 
T@(V) = mc(v A f) +ms(v - v A f)], wobei dann wieder me(f) =mo(f). 7*) Fur 
das in 5?,(A) durch (9*) definierte mc sind die Axiome Ibis, 2”-6’ ($9 1 u. 2) 
beweisbare Satze. 
Eine hintereinander folgende Anwendung der durch (9) und (9*) bzw. 
durch (9*) und (9) angedeuteten Verfahren fiihren zu mc bzw. mo zurtick. 
Geht man etwa von (9) aus, so folgt aus ma(f) das korrespondierende ma(f); 
darauf liefert (9 * ) : 
@**I (mow) = ma(s) -mob-f) 
bei derselben mo- und dadurch such ms-meBbaren Funktion g, fiir die 
dann such: me(g) =mO(g) ; nach (9) ist 
mO(s-f)=m”(s)-mo{g-(g-f)}=mo(g)-mo(f). 
Damit la& sich (9* *) andern in: 
(mddf) =m”k4 - {mob) -m”(f)l=mo(f). 
Man darf somit die FunktionenmaBe mc und mo als zueinander adjungiert 
betrachten. Damit f E R&l) ms-mefibar [mo-meBbar] sei, ist notwendig 
und hinreichend : ma(f) = me(f) ; 8) also ist K(A) = K(A). 
=limi+m m’J(gj) (Ax. 5”). Dadurch ist mo(f)=(nach (9)) ma(g)-mO(g-f)=limi,, 
[mO(g) - mO(g, A g)] = (nach Hauptsatz A) limi, o. mO(hf) bei IQ = g-gj A g, E K(A), 
und rf, also such ma(f) =limi,, m&j) bei IQ sj und ER(A). Das liefert Ax. 5*. 
a*) Es geniigt den Fall f 2 gl d ga, gj (j= 1, 2) G K(A) zu betrachten. Dann ist 
mo(g+m&-/)=(Hauptsatz A* und Res. 2* in § l*) {m&a--gl)+mo(gl))- 
-{mo(gz-gl)+mo(g1--f)}=mo(g1)--mo(g1--f). 
7*) Der Beweis folgt aus dem Beweise in 7) durch Vertauschung von mo und ma. 
8) Die Notwendigkeit folgte schon in den Ful3noten 7 und 7*. Die Bedingung 
ist such hinreichend. Nach den Axiomen 3”, 5” und 3*, 5* gibt es nao- und ma-mef3bare 
Funktionen gr und hr (Ic=l, 2, . ..) derart daB: 
(6) hk sf sg,t, hr s&+1, gr+l sqk, und limk,, mO(gk)=limk,, mO&)=mO(f)=~o(f). 
Bei willkiirlicher Funktion w E R=(A) ist fur jedes k: 
(E) mO(w)=mo(w A gk)+?nO(W-W A gr)=fn”(W A hk)+7TJ0(W--W A hi); 
aufierdem, nach Ax. 3” und Ax. 4”, ebenso fur jedes k: 
(5) 0 5 m”(W A Sri)--m”(W A hk) d m”{W A (gr-hr)} 2 ~0(!Jr-hk)=?7Zo(gk.)--mo(h,). 
Aus (6) und (5) folgt : 
(7)) limk,, m”(w A gk)=limk,, mO(w A hk)=mO(w A f); 
(6) liefert: w-w A hrc 1 w-w A f 2 w-w A gk, WOIIIit aUS (E) und (7) fOlgt: 
(0) liq,, mO(w-w A gr)=limk,, mO(W-W A hk)=7n0(W-W A f). 
(E), (q) und (0) liefern schliel3lich m”(w)=mo(wAf)+mo(w-WA f), also f ma-meBbar. 
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Daraus folgt, mit den Hauptsatzen C und C* und den Definitionen von 
fi0 in 3 2, von ii0 in Q 2*, da13 ,iiO und ,EO auf A zueinander adjungierte 
Mengenmafie im Sinne meiner Arbeit: Methoden u.s.w., $4 1-4, sind, und 
da13 eine Teilmenge E von A po- und (oder) po-mel3bar ist bei ,9(E) =,%0(E) ; 
dies ist insbes. der Fall auf ‘&, m(A) =$&,,(A) (siehe die Definitionen von 
!lJl,,,(A) in $ 2, von $&,(A) in 9 2* nebst den FuBnoten 5 und 5*). a) 
Die in (39 und (3 *bi*) auftretenden Summen sind dieselben wenn nur 
die yj nicht zu den abzahlbaren Mengen P(f) und Q(f) in Ax. 6” bzw. 6* 
gehoren. 
(Fortsetzung foZgt) 
8) Man hat: !JJlc.&4) G !%.E(A )- 
